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FiZiKi VO HONDOSI QEYRI- XOTTi LOVHOLOR VO YATIQ QABIQLARIN
DEFORMASIYASINA DAIR MOSOLOLOR

Sadiqov Ismayil Rza oglu- t.e.d., professor, Mexanika kafedrasi, ismayil.sadiqov@azmiu.edu.az

Xiilasa. Maqalada 16vhalarin vo yatiq gabiqlarin materialinin fiziki vo handasi geyri — xattiliyini
nozoro almagla deformasiya mosalolorine baxilir.Qoyulan masalolorin halli li¢iin energetik tisuldan
istifado olunur. Bu halda materialin fiziki qeyri — xattiliyi kubik kik haddli parabola soklinds qobul
olunur: solda bir haddli gorginliklor vo sagdaiki haddli deformasiyalar (birinci tortibli vo tligiincii
tortibli). Belo asililiq deformasiya diagraminin simmetrikliyini tomin edir. Mithiim {stlinliikk hom do
ondan ibarstdir ki, bu diisturla hesablanan xiisusi potensial enerjinin ifadoesine deformasiyalarin
qiymatlori ciit tortibli sokilde daxildirlor. Bununla oalagodar miirokkob gorgin halda masalonin hallini
gapal1 sokilde alinmasi1 miimkiin olur.

Magqalos agagidaki ii¢ hissalordon ibaratdir:

—16vhanin fiziki geyri — Xatti vo handasi Xatti deformasiyasi;

—l16vhanin fiziki va hondasi geyri — Xoatti deformasiyast,

—l6vhalorin va yatiq gabiglarin fiziki vo handosi geyri—xatti deformasiyalarinin toqribi hesablama
usulu.

Acar sozlar: 16vho, yatiq qabiq, fiziki vo hondosi geyri — xattilik, energetik {isul, deformasiyanin
potensial enerjisi, toqribi hesablama tisulu, kubatur diisturla hesablama

I. Lovhanin fiziki qeyri— xatti, handasi xatti deformasiyasi. Konturu iizro oynaqh
borkidilmis, ortasinda F topa qiivvaesi ilo yiiklonmis diizbucaqli 16vhoys baxag. Moasalonin
energetik tisulla hallini nazardoan kegirak. Bu magsadlo 16vhanin deformasiyasinin xiisusi potensial
enerjisini asagidaki sokilda gobul edok:

g
0
Lovhonin materialinin fiziki geyri — xattiliyini
soklinda gabul edirik. (2) — ni (1) — yerino yazib aliriq:
— 1 1
U= > Ee? - 2 Ee', 3)

burada €; gorginliklor intensivliyi ifadasini miistovi masalods oldugu kimi [1] — doki (17.01)

€ :g\/G(gf +8§ +8ng)+gyfy

diisturundan kokaltindan \/6 — n1 ¢1xarsaq, alariq:

2 1
g, :ﬁ\/€f+g§+gxgy+zyfy : (4)

burada
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& =—1y, = 282w & =-1ly, = zﬁzw' Ve =—2L)y = 225\2 (5)
X X OX 2 y y ayZ ! xy Xy = axay
Lovhonin biitdvliikdo deformasiya enerjisini toyin etmok {igiin (3) ifadosini 16vhonin biitiin
hocmi iizro inteqrallayiriq:

1]

2
a-b h
2

1_, 1_ 4
—Ee —=—E,e’ |dxdydz 6
(2 i 4 1|j y ()

(5)-i (4)—do nozors alinmus ifadeni (6)—da yerino yazib Z —a goro inteqrallayaraq aliriq:

+a +b
1
U=| f{ (xf+xf+zxxy+zzfyj+
et (7)
4 _ s 2 s 1,
+EElh (lx + Xx +ley+zxxy) dXdy

Baxilan mosalads ayintiloro nisboton u vo @ yerdoyismoalari cox kicik oldugundan nozero
alinmir. Oyintiler funksiyasini asagidaki sokilde qobul edirik:

w (X, y)=W,w,w, ®)

burada w_, — 16vhonin orta ndqtosinin dyintisi, w, Vo W, oyintilor funksiyalar1 soklindo

qobul edilir:

— = "

( X k+1

-

Wx:k+2(1—§jL—1;
k+1 a k+2

- o 7 )
-3

Wy:k+2( _Xj L—l;
k+1 b k+2

— - J

Bu ifadolor qeyri—xatti elastiki materialdan olan tirin oyilmis oxunun 16vhadaki eyni sorhad
sortlori {igiin tortib olunmuslar. (8) ifadosini (7) — do yerino yazib (5) — 1 nozoro almaqla [2]
potensial enerjisini ayintilor funksiyasi ils ifads edirik:

U= TT{ Eh [ (W W, ) +W§-W§—W§-W§+(W;W;)2]—
Sa s (10)
_4_5Eh [ (WW ) +WZ.W;WX-Wy+(W;-W;,)Z]Z}dXdy

Bu ifadodo X vo Yy — o goro inteqrallama toqribi aparilir. Bu magsadls 16vhonin diizbucaqlt
sahasini dord hissays boliiniir (sok. 1) vo 4, funksiyasinin 0, 1, 2, 3, 4 noqtolordoki giymatlori
hesablanir.
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a
T b )
2 _.'_“I‘il
Q! ool
3N {2

Sakil 1. X vo y- o goro inteqrallama

burada istirak edon W;,W;,,W; Vo W'y' funksiyalarini (9) funksiyalarini diferensiallayaraq aliriq:

k+17]
W’:ul 1_[1_51 :

“ k+1 a a
k+1 ]
Wrzw.il_(_z] ;

YT k+1 b b

] (11)

: A
wy = (cr2)f1-2
(10) ifadesindon potensial enerjisini toyin etmok uciin X vo Yy doyisonlorino goro

inteqrallamani toqribi olaraq riyazi analizin odadi tisullarindan istifado olunur [3]. Lovhoys tosir
edon F topa qiivvenin gordiiyii is

V=F-w,, (12)
Baxilan sistemin tam enerjisi iso agsagidaki ifadas ilo toyin olunur:
W=u -V (13)

1. Fiziki vo handasi qgeyri— xatti 16vha ii¢iin iimumi deformasiya. Gostorilon qoyulusda
mosalanin halli 16vhanin deformasiyalar enerjisi asagidak: diisturla toyin edilir [4]:

0= el 1l 2nF ol 2 P o2y 2, )+ ey 222, F -

1 1 ) .
2 2 2
_ZEl'I:(ex_ZZX) +(ey—Z}(y) +(eX_ZZx)(ey_Zly)+Z(exy_22)(xy) :| dXdy
burada €, 1€y1€y — 16vhanin boyuna va enino deformasiyalari, habels onun orta sothinin siirligmo
deformasiyalaridir:
o :5uo +1(6_Wj2 :890 1( ow 2. . :8u0 +819 ow ow (15)
“ox o 2\ ox Yooy 2ley)T Y ex ey ox oy

(15) ifadosini (14)-do yerino yazib lovhonin deformasiya enerjisinin yerdayi¢cmalarlo
ifadosini alariq. Xiisusi hal olaraq 16vhoni [5] membran soklinds gobul etsok, onun orta sothi — tokco
dartilmaya moruz qalacaqdir. Ona goro do (14) ifadosindon potensial enerjisini almaq iiglin

Xx =Xy =Xy =0 gobul edirik vo alinms diisturu £ — o gbro inteqrallayib asagidaki soklo

saliriq:
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U :SEh:*T 'T (ef+e§+exey+e§y)2dxdy—
0 0

A (16)
4 4
—4—5Eh I j (e§+e§+exey+efy) dx dy
00
burada h — membranin qalinligidir.
(15) ifadolarini (16)—da yerina yazib potensial enerjisini yerdoyismolorls ifads edirik:
2 2
Ehs“ { (awﬂ 89 l(awjz
)3 ) ax 2\ ax oy 2oy
) 2
ou 1(ow)’ au 18\N 18u 8.98W6W
Sk = L dxdy+
x 2\ ) oy 2y 4oy ox oy o
A7)

2 2
4 285 oy 1/aw] o9 1(aw)
+—Elhj j —+ | — H—+ | =
a5 31 Y ax 2l ax oy 2\ oy

| 1(@)2 a 1fow) |, 1
X OX oy 2\ oy 8y ox 8y OX

Lovhonin yalmiz bir vertical intensivliyi  olan yayilmis xarici qiivvalorin tosirindon
goriilon is asagidaki kimi ifads olunur:

Y =q? T wdx dy (18)

Masalonin hallini u, @ vo W triqgonometrik funksiyalar soklinds tortib edok. Misal olaraq

planda kvadrat membran (a =b) gotirok vo onun konturu iizro biitiin yerdoyismolori sifira
barabar olan gabul edirik:

. 7IX
u=c-sin— cosﬂ;
a 2a
: 7iX
.9:c-smﬂcos—; (19)
a 2a
X
w=w, - cosﬂ COS—.
2a  2a

(19) ifadalerini (17) ve (18) — do yerine yazib inteqrallart hesablayaraq C vo w, iki

parametrlorin funksiyalar1 olan xarici vo daxili qiivvalerin gordiiyl islorin ifadslorini alariq. Bu
halda homin asagidaki variasiya tenliklorindon @ ve w, ifadolori almar:

oW oW i X 7y
1 —_0 — AW, OW._ - COS— - cos—dxd 20
) 2 qH o 00S y (20)

0
Sonuncu tonliklorina daxil olan inteqrallar ¢ox miirokkob olduqlarmdan, onlar1 yalniz toqribi
iisullarla holl etmok miimkiindiir.
Sort — plastiki membran {i¢iin masolonin hollini daha sados tisulla almaq miimkiindiir [6].
Lovho ticiin (4) ifadesini miioyyon doqiqlikle asagidak: sokildo gobul etmok miimkiindiir:
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2
& :ﬁ(gx +‘9y) (21)
Bu ifadoni almagq ticiin (4) ifadesini bu soklo salaq:

o =2 6, +¢ )2+17/2 — &8,
| \/g X y 4Xy X7y

buradan birinci kokalt1 haddini ¢ixarib aliriq:

1,
2 Yy T 3 ng
€ =—"1 (‘9 X
V3
Sonuncu ifadodoki kokaltinin ikinci haddi birinci (1) haddine nisboaton kigik oldugundan
nazordon atilir vo (21) ifadssi tesdiglonir. (15) ifadslorini (21) diisturunda yerins yazib aliriq:

+éy 1+ >
Exté,

2 2
ex—le, + y,z+e, + x,2)]=—=(+ 2 (22)
ﬁ( Z2+e, +1y2) @( 22)
burada €=€, +€,, ¥ =y, + 1y (23)

(21) ifadasini (7)—ds yerino yazib vo miivafiq inteqralladiqgdan sonra deformasiya enerjisi asagidaki
sokli alir:

2 +a +a
U=—0o,h e dx dy, (24)
N
burada (23) —don €=€, + €, ifadesindo (15) ifadesinden birinci iki diisturlari yerins yazib aliriq:
—\2 —\2
ou, 08, 1|(ow w
"My, 0%  Lifow) [ow (25)
ox oy 2|\ oX oy
Sonuncu ifadodo yerdayismolor iiciin xiisusi 1sar919r qsbul edok:
u=cu;, 9= 019 W=W, W (26)
(26) — n1 nazars almagla (25) ifadeasini (24) — do yerina yazib aliriq [7]
2 w’
u=—o,hlc-I,+¢c, -1, + =1 (27)
\/§ a { 1 1 2 2 3:|
burada
+a +b +a +b
du 09
= [ j —dxdy, L= [ 2 dxdy, (28)
-a b OX -a —b ay
+a +b —\2 —\2
ow ow
I, :j I (—) +£—J dx dy. (29)
—-a —-b aX ay
Xarici qiivvelorin potensialinin doyigsmasi asagidaki kimidir:
+a +b
\Y :j I qw, wdxdy=qw,I,, (30)
-a -b
burada
+a +b
I, :j j w dx dy (31)
-a b

Deformasiyanin tam enerjisini aliriq:
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2
W=U -V =%aah(c-ll +¢C -1, +W—2013J—qwO -1, (32)

(32)-ni w, —a goro diferensiallayib vo téromaoni sifira boraborlosdirib gorginliklorlo deformasiyalar
arasindaki asililigi aliriq:

d :%aah%—wo, (33)
4

Buradan goriiniir ki, oayinti ilo yiik arasinda xotti asililiq mévcuddur vo bu hal tocriibs ilo
tosdiglonir. Yikin giymsati 1, /1, inteqrallar nisbati ilo miioyyan olunurlar, hansilara ki, U v &
boyuna yerdoyismolar funksiyalari daxil deyillar.
I11.  Fiziki va handasi geyri — xatti lovhalarin va yatiq qabiqlarin taqribi hesablama iisulu.
Gostarilon toqribi hesablama tisulunu deformasiyalarin intensivliyi Gigiin (21) sadslogdirilmis
diisturu tizorindequrmag miimkiindiir. Nozoro almaq lazimdir ki, bu disturdan konturlarinin
yerdoyigmolori miimkiin olan gabiqglar iigiin qobul edilon dogigliklo todbiq etmok olar [8]. (21)
ifadasini (6)—da yerina yazib daxili giivvalorin iginin (potensial enerjisinin) ifadesini aliriq:

h
212 4

U= jh [ﬁ E(e+y,) —§E1(e+gz)4}dxdydz (34)
2

Sonuncu ifadeni £ — o géra inteqrallayib aliriq:

u=Zaf 26 rrl) {eosi)

_ _ (35)

( hY h’
SR
—ﬂEl- 2 2 > dx dy

9 X

Burada ikiqat inteqral gabigin biitiin dayaq sahosini shato edir. Bununla olagoadar olaraq qilivve ilo
oyinti arasindaki asililigin  iimumi xarakterini toyin edok. Bunun tiglin kubatur diisturla
hesablamalarda [9] tokca bir sifir ndqtesi ilo kifaystlonok:

2 h)’ hy’
) 35[[90 +Z°2) _(eo_lozjjl

V3 ° Xo

(36)

- dx dy

Burada e_ vo y, (23) komiyyatlorinin (a/2, b/2) koordinatlarmin & ndqtosindaki (sok.
1) qiymatloridir. (23) diisturlarint nozoro alaraq asagidaki ifadesini gobul edirik:
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2

e, =(e+e,)a, —(k, +k )\N Wo—= b, (37)

burada a,, \TVo,bO — u,9 vo W funksiyalar1 vo onlarin téromoalorini koordinatlari (a/2, b/2)

olan ndqtesinds qiymatlorini ifade edon bazi machul amsallaridir. ils gqabigin ortasindaki ayinti
isaro edilmisdir. (37) diisturunu tortib etdikdo (26) ifadosi nozoro alinmigdir (10).

Digor forziyys ondan ibaratdir ki, &, @; vo w, omsallari ilo asililiq xattini nozariyyaya

uygun gobul edirik:
2 3\
W
C=W, kx 31—703_2;
2 (38)
Wo

burada a,, a,, b, b, — toyin edilmasi tolob olunan bozi omsallardir. (38) ifadolorini torof — torafo
toplayaq:

C+C =W, ( k, +k Xa1+b1 a2+b) (39)
(39) — u (37) — do yerina yazib alirq:
2
W
:Wo(kx+ky)-s+7°m, (40)
burada _
s=(a, +b )a, -W,; m=b,—(a,+b,)a, (41)

Xarici qiivvalorin isi tiglin (12) diisturunu, habels (41) asilili§ini nozors alaraq, sistemin tam

enerjisinin ifadosini toyin edirik [11]
2 hy’ hy’
5 gE eo"’ZoE - eo_ZoE
W=—abo

J3o® o

ol nf el
9 1 0 Zoz 0 Zoz 16ab
qw

o

(42)

Bu ifadedon w_ — a goro toromo alib qiivve ilo dyinti arasindaki asililign miioyyon edirik.
Bu asililig (40) ifadssi qiymatlorini yerino yazib asagidaki sokli alir (diistur silindrik planda
kvadratik qabiq tigiin ky =0; b =a oldugu halda alinmisdir):
_ 27%c, [ B(3cw, - B)-B(3cw, - B) B(5cw, — B)— B(50w, - B) .
V3 w2 -c, w2 -c,
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Burada:
2

B=w, kxs+%m+g Co Wy;

2
= w, h
B=w, Kk, S+—=>m-— c, w,;
2 2
(44)
—w. b PTLLINY
C=W, 0, —W-K, +ECO’
- h
c=w, b, -w-k, _EC"
Asagidaki 6l¢iisiiz parametrlori daxil edok:
4
o) w o f .o 120 2gh
ER* " h 77 h 7 " R a2 a?
burada f_ — gabigmn ilkin galxmasi; d —qabigin kvadrat oturma planinin tersfinin yarisi.
(44) ifadslarinds bazi dl¢iilori uygun kamiyyatlor gabul olunmusdur:
m bo Co
ng’ bO:?’ C'O:? (46)
(45) va (46) ifadolorini (44) — do yerino yazib aliriq:
h? m, Co)| h?
B=—|25,,+—=¢+— |=—b*¢;
az{ o 265 ZJ a’ s
2 - 2
= m, Co|_h
B=—1|2s{, +—&—— |=—Db*¢;
az( Sy ZJ a’ Co)
h — . Co
C= az(bog —2Wo§0 +2J = ?C*,
- h(-, .~ . C) h-
C :az(boé:—ZWogt—zJ =¥C*

(45) vo (47) ifadolorini (43) — do yerino yazib aliriq:

P 0 036 %b*)-(b*)ac*—b ) (6*)56*-b*)-(6~)se*—b)]- £+, (a9

burada

m, Co
b*=2s&, + —&+—;
SotoetS

b*=2s¢, +m§—%°;

2 (49)

C* = Dol — 2Wol, +C7°;

C* = Dol — 2Wol, —%;

Dy = . (50)
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(49) ifadslorindoki mochul omsallari (ﬁ, Bo, S, V_Vo, (_Jo) asagidaki sortlordon toyin edirik [12].
l. k=0; A=0,; &, =0 oldugda (48) ifadssi &, = &, (miitonasib haddi ilo avaz edildikdo)
(48) diisturu asagidak: soklo diistir:
r'o,,0,h
16a2/3
2. kK =1; A= E olduqda (48) ifadosi bu gokli alir:

3 2 2
P:alg +0(2§ §o+a3§‘§o +0[4§. (52)
(48) diisturundan 1 vo 2 sortlorini imumiloasdirib qiivve ilo ayinti arasinda iki asililiglart aliriq:

lk=0,A=0,,:

q 72'2 BOWOhG ]
== mh? 53
3\/5 az h ( )
2. k=1 A=E:
2 _ _ o 2 2
P :165 m bo 53%7;2(23 bo — mwo)foéz —%SWo§§§+82L7C§§. (54)

(52)—ni (51) ila, (54)—i iso (52) ilo miiqayiso edib Bo, E, S, V_Vo Vo co bes omsallarinin toyin
edilmosi ii¢lin asagidaki bes tonliklori aliriq:

- 3% 16n°: —
bo:T; 3 bo M=q;;
2 —_— —_——
32 (25 w—mwo)=ar,; (55)
128t o BT
0 3 27 0 2
(55) tonliklor sistemini hall edib homin omsallar1 tapiriq:
- 377 — 3« 3a
bo="gi M= s=g i
- 2 2
Wo:_37z ay _3x ﬁﬂlz; (56)
16 g, 64 o -
o _33 Jay
° 2\2 o«
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