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Xülasə. Məqalədə lövhələrin və yatıq qabıqların materialının fiziki və həndəsi qeyri – xəttiliyini 

nəzərə almaqla deformasiya məsələlərinə baxılır.Qoyulan məsələlərin həlli üçün energetik üsuldan 

istifadə olunur. Bu halda materialın fiziki qeyri – xəttiliyi kubik kik həddli parabola şəklində qəbul 

olunur: solda bir həddli gərginliklər və sağdaiki həddli deformasiyalar (birinci tərtibli və üçüncü 

tərtibli). Belə asılılıq deformasiya diaqramının simmetrikliyini təmin edir. Mühüm üstünlük həm də 

ondan ibarətdir ki, bu düsturla hesablanan xüsusi potensial enerjinin ifadəsinə deformasiyaların 

qiymətləri cüt tərtibli şəkildə daxildirlər. Bununla əlaqədar mürəkkəb gərgin halda məsələnin həllini 

qapalı şəkildə alınması mümkün olur. 

Məqalə aşağıdakı üç hissələrdən ibarətdir: 

 lövhənin fiziki qeyri – xətti və həndəsi xətti deformasiyası; 

 lövhənin fiziki və həndəsi qeyri – xətti deformasiyası; 

 lövhələrin və yatıq qabıqların fiziki və həndəsi qeyri–xətti deformasiyalarının təqribi hesablama 

üsulu. 

Açar sözlər: lövhə, yatıq qabıq, fiziki və həndəsi qeyri – xəttilik, energetik üsul, deformasiyanın 

potensial enerjisi, təqribi hesablama üsulu, kubatur düsturla hesablama 

 

I. Lövhənin fiziki qeyri– xətti, həndəsi xətti deformasiyası. Konturu üzrə oynaqlı 

bərkidilmiş, ortasında F  topa qüvvəsi ilə yüklənmiş düzbucaqlı lövhəyə baxaq. Məsələnin 

energetik üsulla həllini nəzərdən keçirək. Bu məqsədlə lövhənin deformasiyasının xüsusi potensial 

enerjisini aşağıdakı şəkildə qəbul edək: 

ii

e

deU
i


0

                                                 (1) 

Lövhənin materialının fiziki qeyri – xəttiliyini  
3

1 iii eEEe                                               (2) 

şəklində qəbul edirik. (2) – ni (1) – yerinə yazıb alırıq: 
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Lövhənin bütövlükdə deformasiya enerjisini təyin etmək üçün (3) ifadəsini lövhənin bütün 

həcmi üzrə inteqrallayırıq: 
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(5)–i (4)–də nəzərə alınmış ifadəni (6)–da yerinə yazıb z ə görə inteqrallayaraq alırıq: 
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Baxılan məsələdə əyintilərə nisbətən u  və   yerdəyişmələri çox kiçik olduğundan nəzərə 

alınmır. Əyintilər funksiyasını aşağıdakı şəkildə qəbul edirik: 

  yxo wwwyxw ,                                           (8) 

burada ow  lövhənin orta nöqtəsinin əyintisi, 
xw  və yw  əyintilər funksiyaları şəklində 

qəbul edilir: 
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Bu ifadələr qeyri–xətti elastiki materialdan olan tirin əyilmiş oxunun lövhədəki eyni sərhəd 

şərtləri üçün tərtib olunmuşlar. (8) ifadəsini (7) – də yerinə yazıb (5) – i nəzərə almaqla [2] 

potensial enerjisini əyintilər funksiyası ilə ifadə edirik: 
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Bu ifadədə x  və y  ə görə inteqrallama təqribi aparılır. Bu məqsədlə lövhənin düzbucaqlı 

sahəsini dörd hissəyə bölünür (şək. 1) və 
i  funksiyasının 0, 1, 2, 3, 4 nöqtələrdəki qiymətləri 

hesablanır. 

 

 

 

 



Elmi əsərlər, Tətbiqi riyaziyyat və mexanika                   Scientific works, Applied mathematics and mechanics, 2023,N2 

 

189 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şəkil 1. x  və  y- ə görə inteqrallama 

 

burada iştirak edən xyx www  ,,  və yw   funksiyalarını (9) funksiyalarını diferensiallayaraq alırıq: 
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(10) ifadəsindən potensial enerjisini təyin etmək üçün x  və y  dəyişənlərinə görə 

inteqrallamanı təqribi olaraq riyazi analizin ədədi üsullarından istifadə olunur [3]. Lövhəyə təsir 

edən F  topa qüvvənin gördüyü iş 

 ,owFV                                                  (12) 

Baxılan sistemin tam enerjisi isə aşağıdakı ifadə ilə təyin olunur: 
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II. Fiziki və həndəsi qeyri– xətti lövhə üçün ümumi deformasiya. Göstərilən qoyuluşda 

məsələnin həlli lövhənin deformasiyalar enerjisi aşağıdakı düsturla təyin edilir [4]: 
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burada xyyx eee ,,  lövhənin boyuna və eninə deformasiyaları, habelə onun orta səthinin sürüşmə 

deformasiyalarıdır: 
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(15) ifadəsini (14)–də yerinə yazıb lövhənin deformasiya enerjisinin yerdəyiçmələrlə 

ifadəsini alarıq. Xüsusi hal olaraq lövhəni [5] membran şəklində qəbul etsək, onun orta səthi – təkcə 

dartılmaya məruz qalacaqdır. Ona görə də (14) ifadəsindən potensial enerjisini almaq üçün 

0 xyyx   qəbul edirik və alınmış düsturu z  ə görə inteqrallayıb aşağıdakı şəklə 

salırıq: 



Elmi əsərlər, Tətbiqi riyaziyyat və mexanika                   Scientific works, Applied mathematics and mechanics, 2023,N2 

 

190 

 

 

  dydxeeeeehE

dydxeeeeeEhU

xyyxyx

ba

xyyxyx

ba

4222

00

5
1

2222

00

3

45

4

9

2








                         (16) 

burada h  membranın qalınlığıdır. 

(15) ifadələrini (16)–da yerinə yazıb potensial enerjisini yerdəyişmələrlə ifadə edirik: 
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Lövhənin yalnız bir vertical intensivliyi q  olan yayılmış xarici qüvvələrin təsirindən 

görülən iş aşağıdakı kimi ifadə olunur: 
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Məsələnin həllini ,u  və w  triqonometrik funksiyalar şəklində tərtib edək. Misal olaraq 

planda kvadrat membran  ba   götürək və onun konturu üzrə bütün yerdəyişmələri sıfıra 

bərabər olan qəbul edirik: 
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(19) ifadələrini (17) və (18) – də yerinə yazıb inteqralları hesablayaraq c  və 
ow  iki 

parametrlərin funksiyaları olan xarici və daxili qüvvələrin gördüyü işlərin ifadələrini alarıq. Bu 

halda həmin aşağıdakı variasiya tənliklərindən a  və 
ow  ifadələri alınar: 
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Sonuncu tənliklərinə daxil olan inteqrallar çox mürəkkəb olduqlarından, onları yalnız təqribi 

üsullarla həll etmək mümkündür. 

Sərt – plastiki membran üçün məsələnin həllini daha sadə üsulla almaq mümkündür [6]. 

Lövhə üçün (4) ifadəsini müəyyən dəqiqliklə aşağıdakı şəkildə qəbul etmək mümkündür: 
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Bu ifadəni almaq üçün (4) ifadəsini bu şəklə salaq: 

   yxxyyxie   22

4

1

3

2
,  

buradan birinci kökaltı həddini çıxarıb alırıq: 

 
 2

2

4

1

1
3

2

yx

yxxy

yxie









  

Sonuncu ifadədəki kökaltının ikinci həddi birinci (1) həddinə nisbətən kiçik olduğundan 

nəzərdən atılır və (21) ifadəsi təsdiqlənir. (15) ifadələrini (21) düsturunda yerinə yazıb alırıq: 

   zezezee yyxx  
3

2

3

2
                            (22) 

burada     yxxx eee   ,                                                                   (23) 

(21) ifadəsini (7)–də yerinə yazıb və müvafiq inteqralladıqdan sonra deformasiya enerjisi aşağıdakı 

şəkli alır: 
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burada (23) – dən yx eee   ifadəsində (15) ifadəsindən birinci iki düsturları yerinə yazıb alırıq: 
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Sonuncu ifadədə yerdəyişmələr üçün xüsusi işarələr qəbul edək: 

wwwcucu o ;; 1                                       (26) 

(26) – nı nəzərə almaqla (25) ifadəsini (24) – də yerinə yazıb alırıq [7] 
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Xarici qüvvələrin potensialının dəyişməsi aşağıdakı kimidir: 
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Deformasiyanın tam enerjisini alırıq: 
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(32)–ni ow a görə diferensiallayıb və törəməni sıfıra bərabərləşdirib gərginliklərlə deformasiyalar 

arasındakı asılılığı alırıq: 
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Buradan görünür ki, əyinti ilə yük arasında xətti asılılıq mövcuddur və bu hal təcrübə ilə 

təsdiqlənir. Yükün qiyməti 
43   inteqrallar nisbəti ilə müəyyən olunurlar, hansılara ki, u  və   

boyuna yerdəyişmələr funksiyaları daxil deyillər.  

III. Fiziki və həndəsi qeyri – xətti lövhələrin və yatıq qabıqların təqribi hesablama üsulu.  

Göstərilən təqribi hesablama üsulunu deformasiyaların intensivliyi üçün (21) sadələşdirilmiş 

düsturu üzərindəqurmaq mümkündür. Nəzərə almaq lazımdır ki, bu düsturdan konturlarının 

yerdəyişmələri mümkün olan qabıqlar üçün qəbul edilən dəqiqliklə tədbiq etmək olar [8]. (21) 

ifadəsini (6)–da yerinə yazıb daxili qüvvələrin işinin (potensial enerjisinin) ifadəsini alırıq: 
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Sonuncu ifadəni z  ə görə inteqrallayıb alırıq: 
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Burada ikiqat inteqral qabığın bütün dayaq sahəsini əhatə edir. Bununla əlaqədar olaraq qüvvə ilə 

əyinti arasındakı asılılığın ümumi xarakterini təyin edək. Bunun üçün kubatur düsturla 

hesablamalarda [9] təkcə bir sıfır nöqtəsi ilə kifayətlənək: 
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Burada 
oe  və 

o  (23) kəmiyyətlərinin  2,2 ba  koordinatlarının   nöqtəsindəki (şək. 

1) qiymətləridir. (23) düsturlarını nəzərə alaraq aşağıdakı ifadəsini qəbul edirik: 
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1                                  (37) 

burada  ooo bwa ,,  ,u  və w  funksiyaları və onların törəmələrini koordinatları  2,2 ba  

olan nöqtəsində qiymətlərini ifadə edən bəzi məchul əmsallarıdır.  ilə qabığın ortasındakı əyinti 

işarə edilmişdir. (37) düsturunu tərtib etdikdə (26) ifadəsi nəzərə alınmışdır (10). 

Digər fərziyyə ondan ibarətdir ki, 1,  və 
ow  əmsalları ilə asılılıq xəttini nəzəriyyəyə 

uyğun qəbul edirik: 
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burada 2121 ,,, bbaa  təyin edilməsi tələb olunan bəzi əmsallardır. (38) ifadələrini tərəf – tərəfə 

toplayaq: 
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(39) – u (37) – də yerinə yazıb alırıq: 
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Xarici qüvvələrin işi üçün (12) düsturunu, habelə (41) asılılığını nəzərə alaraq, sistemin tam 

enerjisinin ifadəsini təyin edirik [11] 
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Bu ifadədən ow  a görə törəmə alıb qüvvə ilə əyinti arasındakı asılılığı müəyyən edirik. 

Bu asılılıq (40) ifadəsi qiymətlərini yerinə yazıb aşağıdakı şəkli alır (düstur silindrik planda 

kvadratik qabıq üçün abky  ;0  olduğu halda alınmışdır):  
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Aşağıdakı ölçüsüz parametrləri daxil edək: 
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burada of  qabığın ilkin qalxması; a qabığın kvadrat oturma planının tərəfinin yarısı. 

(44) ifadələrində bəzi ölçüləri uyğun kəmiyyətlər qəbul olunmuşdur: 
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(45) və (46) ifadələrini (44) – də yerinə yazıb alırıq: 
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(45) və (47) ifadələrini (43) – də yerinə yazıb alırıq: 
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(49) ifadələrindəki məchul əmsalları  ooo cwsbm ,,,,  aşağıdakı şərtlərdən təyin edirik [12]. 

1. 0;;0  ooAk   olduqda (48) ifadəsi 
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(48) düsturu aşağıdakı şəklə düşür: 
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(48) düsturundan 1 və 2 şərtlərini ümumiləşdirib qüvvə ilə əyinti arasında iki asılılıqları alırıq: 
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(55) tənliklər sistemini həll edib həmin əmsalları tapırıq: 
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